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Resumo--Uma análise sobre a relação entre desvio na 

freqüência fundamental de um sinal elétrico e o erro ocasionado 
na Transformada Discreta de Fourier (DFT) é apresentada neste 
artigo. O erro da DFT se deve ao fato de a freqüência de 
amostragem, que é constante, não ser múltipla da freqüência 
fundamental do sinal quando esta varia. Esta abordagem nos 
leva a um modelo matemático que, embora simples, nos permite 
estimar com exatidão a freqüência do sinal de entrada e seu valor 
de pico. O modelo tem como base o erro ocasionado na fase da 
DFT e, através da utilização de filtros de média móvel e 
aproximações polinomiais de 1ª e 2ª ordens, as estimativas são 
obtidas. Resultados de simulações são apresentados de forma a 
demonstrar a validade do modelo e algumas comparações com 
outros métodos são realizadas. 
 

Palavras chaves--Amostragem assíncrona, DFT, medidas de 
amplitude, rastreamento de freqüência. 

I.  INTRODUÇÃO 

MA variedade de métodos é utilizada para rastrear 
freqüência e amplitude de sinais de sistemas elétricos. A 

utilização da Transformada Discreta de Fourier (DFT) é 
adequada se a freqüência do sinal elétrico não varia. Desta 
forma a freqüência de amostragem pode ser escolhida como 
sendo múltipla da freqüência fundamental e o resultado obtido 
é exato. Entretanto, na prática a situação é outra. Desvios na 
freqüência do sinal elétrico são provenientes da dinâmica de 
balanceamento entre geração e carga [1].  
 As referências [2]-[5] apresentam métodos baseados no 
resultado da DFT. Em [2] o erro do ângulo de fase é utilizado 
para rastreamento de freqüência e estimação de fasor, porém o 
erro considerado não é o erro total, comprometendo assim a 
exatidão dos resultados. Em [3] é introduzida uma adaptação 
do tamanho da janela, o que produz melhores resultados. Em 
[4] e [5] é considerado o erro total do ângulo de fase, além de 
adaptação do tamanho de janela. Esta aproximação produz 
excelentes resultados especialmente se o desvio na freqüência 
for relativamente pequeno. 

As referências [6]-[8] apresentam métodos obtidos tratando 
o problema de estimação como um problema de otimização 
não-linear. Em [6] o método de Newton é utilizado para 
resolução do problema e sua desvantagem está na necessidade 
da inversão da matriz Jacobiana. Em [7] e [8] são  
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apresentados dois filtros não lineares adaptativos baseados no 
conceito de PLL (phase-locked loop). O método do gradiente 
descendente é utilizado para resolução do problema e 
obtenção das equações que regem o método de estimação.  

Filtros de Kalman também são frequentemente utilizado 
para a estimação de fasores e rastreamento de freqüência [9] e 
[10]. Porém são algoritmos computacionalmente complexos e 
de difícil implementação em aritmética de ponto fixo, sendo 
portanto não adequados para aplicações em tempo real. 

Este trabalho apresenta um método de rastreamento de 
freqüência e estimativa de amplitude de senóides para análise 
de sinais elétricos baseado em aproximações polinomiais para 
as relações existentes entre erro de fase, amplitude da DFT e 
desvio na freqüência da componente fundamental do sinal.  

II.  EFEITO DA AMOSTRAGEM ASSÍNCRONA NA DFT 

Seja v(t) um sinal senoidal de freqüência f0 amostrado com 
N pontos por período 

[ ] ( )θπ += SM kTfsenVkv 02      ( 1 ) 

Em (1) VM é a amplitude máxima do sinal, k é o índice de 
tempo, θ é a fase do sinal, TS é o intervalo de tempo entre 
amostras igual TS=1/fS, onde fS é a freqüência de amostragem 
dada por fS=N⋅f0. Neste caso a amostragem é dita síncrona 
porque fS é múltipla de f0. Assumindo que o sinal de um 
sistema elétrico de interesse é como apresentado em (1), a 
utilização da DFT oferece resultados exatos se a janela 
utilizada para cálculo da DFT é de tamanho N ou múltiplo de 
N. Este resultado pode ser escrito como 

ϕj
Mf eVV =&        ( 2 ) 

onde o ponto acima de Vf indica que este é um número 
complexo, notação usada neste artigo. 

O que ocorre na prática, porém, é uma situação diferente. 
Variações na freqüência do sinal fundamental em sistemas 
elétricos de potência são comuns e se a freqüência de 
amostragem é constante, então uma amostragem assíncrona é 
realizada.  

Seja então um sinal em que a freqüência é dada por f=f0+Δf. 
Um termo Δλ será definido como desvio relativo na 
freqüência, 
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Pode ser mostrado que o efeito de Δλ≠0 no resultado da 
DFT será  

( )

( )

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +Δ
Δ⋅⋅+

+

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ Δ
Δ⋅⋅=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +Δ−−
−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ Δ−

NN
sen

sen
eeV

N
sen

sen
eeVV

N
j

N

N
j

j
M

N

N
j

j
Mf

πλπ
λπ

λπ
λπ

πλπ
ϕ

λπ
ϕ

2

21

1

&

( 4 ) 

Uma análise passo a passo para se chegar em (4) pode ser 
encontrada em [4]. Pode-se interpretar (4) como sendo o valor 
de (2) multiplicado por M1(N,Δλ) acrescido de um termo igual 
a  VM⋅e-jϕ⋅M2(N,Δλ), onde 
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Observamos que M1(N,Δλ) e M2(N,Δλ) são funções 
complexas das variáveis N e Δλ que “atuam” respectivamente 
nos fasores VMejϕ e VMe-jϕ. Pode-se mostrar que se Δλ=0 então 
(4) se reduz a (2), pois M1(N,0)=1 e M2(N,0)=0. A Fig. 1 e a 
Fig. 2 mostram as características de módulo e fase de M1 e M2 
respectivamente. Neste caso Δλ é variado de 0 a 0,1 e alguns 
valores de N são considerados.  

 

 
 

Fig. 1. Características de módulo e fase da função complexa M1(N,Δλ) 
 

 
 

Fig. 2. Características de módulo e fase da função complexa M2(N,Δλ) 
 

Por estas figuras também é fácil perceber que (4) se reduz a 
(2) quando Δλ=0. 

III.  OBTENÇÃO DAS RELAÇÕES DO MODELO 

Seja um sinal v(t) senoidal tal que sua freqüência varie em 
torno de f0, 
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No caso de v(t) como em (6) assume-se θ(t) podendo sofrer 
variações somente em forma de degrau. Após a amostragem 
(com N pontos por período de f0) procede-se com o 
janelamento de v[k] conforme representado na Fig. 3. Ou seja, 
são aplicadas duas janelas retangulares de tamanho N: d[k] e 
d[k+M], isto é 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]Mkdkvkv

kdkvkv

+⋅=
⋅=

2

1       ( 7 ) 

 

 
 

Fig. 3. Janelamento do sinal v[k] através das janelas d[k] e d[k+M] 
 



 3 

A DFT aplicada a (7) resulta em 
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Estas equações são formas condensadas de (4) se Δλ≠0. 
Utilizando (3), a diferença entre os ângulos de fase das duas 
janelas pode ser escrita como, 

( )
N

M

T

MTS λππϕϕ Δ+==− 122
21      ( 9 ) 

onde ϕ1 e ϕ2 são os verdadeiros ângulos de fase das janelas, já 
que (8) carrega erro de amplitude e fase. Uma observação 
deve ser feita neste ponto. A diferença entre as fases medidas 
ϕ1’ e ϕ2’ é oscilante conforme mostrado na Fig. 4. 

 
 

Fig. 4. Diferença entre fases das janelas para alguns valores de Δλ 
 
A estratégia utilizada então é utilizar o valor médio da 

diferença medida ϕ1’-ϕ2’ para estimação de Δλ. Desta forma, 
escolhendo M=N e utilizando a relação entre Δλ e Δf em (3), 
obtém-se a expressão para estimar a freqüência do sinal, 

[ ] [ ]( ) 021
0 ''

2
ˆ fk

f
kf −−=Δ ϕϕ

π
      ( 10 ) 

Em (10) a barra acima da diferença ϕ1’-ϕ2’ representa o 
valor médio. Para obtenção do valor médio, vários métodos 
podem ser utilizados. Neste trabalho faz-se a opção por filtros 
de média móvel (MAF) que podem ser facilmente 
implementados em forma recursiva [11], 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )Jkk
J

kk −Δ−Δ+−Δ=Δ ϕϕϕϕ 1
1    ( 11 ) 

onde 
J    é a ordem do filtro; 

][kϕΔ  é a diferença de fase no instante k, ou seja, 

[ ] ]['][' 21 kkk ϕϕϕ −=Δ ; 

][kϕΔ  é a saída do filtro de média móvel no instante k, ou 

seja, [ ] ]['' 21 kk ϕϕϕ −=Δ . 

 
 

Em (10) tem-se então a relação entre o desvio na 
freqüência e o valor médio da diferença de fases. Necessita-se 
então, para corrigir a amplitude em (4), de uma forma de 
relacionar o valor de Δf com o desvio na amplitude 
ocasionado por (5). Da mesma forma que na análise anterior, 
pela Fig. 5 observa-se que a amplitude da DFT apresenta 
oscilações.  

 
 

Fig. 5. Efeito da amostragem assíncrona na amplitude da DFT par alguns 
valores de Δλ 

 
Diferentemente do caso anterior não há uma relação 

analítica simples como (9) que pode ser utilizada. Desta forma 
é levantada através de simulação a relação entre Δf e o valor 
médio como mostrado na Fig. 5. A Fig. 6 apresenta alguns 
pontos obtidos e também a aproximação polinomial de 2ª 
ordem utilizada para relacionar as grandezas. 

 

 
 

Fig. 6. Relação levantada para valor médio da amplitude versus Δf e 
aproximação polinomial empregada 

 
Da mesma forma que no caso da diferença de fases, um 

filtro de média móvel para amplitude da DFT é necessário, 
pois a relação mostrada na Fig. 6 é válida para o valor médio. 

Da mesma forma que em (11), 
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[ ] [ ] [ ] [ ]( )LkVkV
L

kVkV ffff −−+−= &&&&

1
1   ( 12 ) 

onde 
L     é a ordem do filtro; 

[ ]kV f
&  é o módulo de (4) no instante k; 

[ ]kV f
&  é a saída do filtro de média móvel no instante k. 

A amplitude estimada pode ser obtida então aplicando 

[ ] [ ] ( ) ( ) ⎥⎦

⎤
⎢⎣
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2

2 ][ˆ][ˆ1ˆ pkfpkfpkVkV fM
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IV.  ALGORITMO PARA RASTREAMENTO DE FREQÜÊNCIA E 

ESTIMAÇÃO DE AMPLITUDE 

 
1º Passo: Iniciar variáveis M, J e L 
 
2º Passo: Calcular a DFT no instante k utilizando a fórmula 
recursiva na janela iniciando no instante k-N até k 

[ ] [ ] [ ] [ ]( ) Nj
ff ekvNkvkVkV /21 π+−−−= &&     

 
3º Passo: Calcular diferença entre a fase da janela atual e a 
fase da janela deslocada de M 

[ ] ][][ MkVkVk ff −∠−∠=Δ &&ϕ       

 
4º Passo: Passar Δϕ[k] no MAF 

[ ] [ ] [ ] [ ]( )Jkk
J
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1      

 
5º Passo: Calcular a estimativa do desvio na freqüência 
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6º Passo: Passar [ ]kV f
&  no MAF 
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L
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7º Passo: Calcular a estimativa da amplitude 
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8º Passo: Voltar ao passo 2 

V.  ESFORÇO COMPUTACIONAL 

Uma avaliação aproximada sobre esforço computacional dos 
dois métodos é realizada nesta seção. O cálculo recursivo da 
DFT e a determinação de módulo e fase no instante k são 
comuns aos dois métodos. Portanto não é computado o 
esforço relativo a essa etapa (2° e 3° passos da seção IV.  ). A 
Tabela I apresenta os resultados para os dois métodos. 

 

TABELA I 
COMPARAÇÃO DE ESFORÇO COMPUTACIONAL 

Método Multiplicações Somas Divisões Seno 
Proposto 6 9 - - 

Ref. [4] e [5] 12 11 1 3 
 

Vale ressaltar que as operações relativas à melhoria do 
resultado pelo cálculo recursivo de Δλ descrito em [4] não 
foram computadas. Isto se deve ao fato de não se saber a 
priori quantas vezes a rotina será executada para convergir.  

VI.  RESULTADOS DE SIMULAÇÕES 

Nesta seção são apresentados resultados para avaliar o 
desempenho do método proposto. As condições do sinal de 
entrada são as comumente testadas para algoritmos de 
estimação de amplitude e freqüência. Algumas comparações 
com o algoritmo de [4] são realizadas. Para simulação foi 
utilizado um sinal com 16 pontos por ciclo da fundamental de 
60 Hz, ou seja, N=16. Outras escolhas foram J=N, L=N e 
M=N. Quando usados valores diferentes, serão devidamente 
especificados. 

A.  Distúrbios na Amplitude 

Neste caso é verificado o comportamento do sistema 
quando ocorrem distúrbios na amplitude do sinal de entrada. 
O sinal simulado é composto por distúrbio de abaixamento de 
tensão e de Flicker, dado por 
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A Fig. 7 apresenta o resultado da simulação. Na Fig. 7(a) 

nota-se a capacidade de rastrear os distúrbios ocorridos na 
amplitude do sinal (14). Já a Fig. 7(b) apresenta o que 
acarretam tais distúrbios na estimativa da freqüência. Nota-se 
que rapidamente as oscilações desaparecem em 7(b). 

 
Fig. 7. Estimativas de amplitude e freqüência para o sinal dado por (14) 
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B.  Presença de Ruído 

Este caso apresenta resultados para o sinal de entrada 
composto de um sinal fundamental corrompido por um ruído 
branco Gaussiano aditivo, n(t), de média zero e variância σ2, 

( ) ( ) ( )tntsenVtv M += 0ω        ( 15 ) 

A Fig. 8 apresenta resultados de estimativa de amplitude 
quando a relação sinal ruído (SNR) é 25dB. O método 
proposto neste trabalho apresenta menor desvio máximo em 
relação ao algoritmo proposto em [4], especialmente quando a 
ordem dos filtros de média móvel (4° e 6° passos do algoritmo 
da seção IV.  ) é aumentada.  

 
Fig. 8. Estimativa da Amplitude para uma relação sinal ruído de 25dB 

 
Um importante e interessante resultado é realizado 

alterando o valor de SNR e calculando o desvio máximo 
médio da amplitude. A Fig. 9 apresenta essa relação para os 
mesmos métodos simulados anteriormente na Fig. 8 e também 
para o módulo da DFT. Nota-se que o método de [4] não 
apresenta resultados melhores que a DFT. 

 
Fig. 9. Relação entre SNR e desvio máximo médio da estimativa da 
amplitude. 

 
O algoritmo proposto apresenta resultados melhores 

principalmente quando aumentados os valores de J e L. Este 
caso é interessante principalmente quando não são necessárias 

respostas rápidas do estimador, pois a velocidade de resposta 
diminui com o aumento da ordem do filtro. 

C.  Desvio na freqüência 

Neste caso é verificado o comportamento do sistema para 
um sinal de entrada com harmônicos e com um desvio de 5% 
na freqüência, forçado no instante t=1s, 
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A Fig. 10 apresenta os resultados. Na Fig. 10(a) tem-se a 
estimativa da amplitude enquanto que na Fig. 10(b) tem-se a 
estimativa da freqüência. 

 

 

 
Fig. 10. Estimativas pelo método proposto para o sinal de entrada (16). (a) 
amplitude; (b) freqüência.  

 
Pode-se notar na Fig. 10(a) a efetiva correção do método 

para o caso da amplitude. A amplitude da DFT chega a ter 
valores menores que 0,985 p.u. e o algoritmo faz-se com que, 
nesse caso, a amplitude estimada fique com erro menor que 
0,5%. Na Fig. 10(b) faz-se a comparação ainda com o 
algoritmo de [4]. Pode-se notar maior insensibilidade à 
presença de harmônicos no método proposto neste trabalho. 
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D.  Variação senoidal da freqüência 

Finalmente, este caso apresenta resultados para um sinal de 
entrada em que a freqüência varia senoidalmente, com desvio 
na amplitude de 5% e freqüência de 1Hz,  

( ) [ ]( )
)2(sen360)(

1)2cos(32sen 0

ttf

ttfVtv M

π
ππ

+=⇒

−−=
   ( 17 ) 

As estimativas de amplitude para (17) são mostradas na 
Fig. 11. A Fig. 11(a) mostra a correção na amplitude da DFT 
(que apresenta erro maior que 2%) empregando o método aqui 
proposto. A Fig. 11(b) apresenta a comparação entre o método 
deste trabalho e o método proposto em [4].  

 

 
 

Fig. 11. Estimativas de amplitude para um sinal de freqüência variante 
conforme (17). (a) comparação com a DFT, (b) comparação com algoritmo de 
[4]. 

 
A Fig. 12 apresenta a característica de rastreamento de 

freqüência para ambos os métodos comparados na Fig. 11(b). 

 
 

Fig. 12. Estimativa da freqüência f(t)=60+3sen(2πt) 

VII.  CONCLUSÕES 

Neste artigo é apresentada uma aproximação que permite a 
estimativa de amplitude e freqüência de um sinal elétrico 

através do resultado da DFT. Os resultados mostraram que o 
método proposto é adequado para análise de sinais aos quais 
se destina. Comparado com outro algoritmo existente, 
apresentou resultados compatíveis ou melhores, sendo o 
esforço computacional menor conforme mostrado 
anteriormente. Os autores estudam a possibilidade de 
implantação de um sistema em tempo real em plataforma DSP 
utilizando este modelo para estimativa. 
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